Université de Lorraine Examen 2019-2020

EDP Elliptiques — ANTOINE LEMENANT M2 - MFA

Exercice 1

Pour tout x €] — 1,1[ et n € N on pose f,(z) = arctan(nz).
1. Montrer que la suite (f,,)nen est bornée dans Wh(] — 1, 1]).
2. Montrer que f,, converge dans D’'([—1,1]) vers une fonction f € L'(] — 1, 1[) & identifier.

3. Calculer f’ dans D'(] — 1,1[) et en déduire que f n’appartient pas a WhH(] — 1, 1]).

Exercice 2

Soit © un ouvert borné de RY de classe C? et g € L*(Q). Pour € RY on note |z| la norme

euclidienne i.e. 2|2 := 32V (x;)?. Pour toute fonction u € Hg () on pose

J(u) = / IVl dr + /(u ) da.
0 Q
1. Montrer que t — (¢t — a)?® (pour a € R) est une fonction convexe sur R. En déduire que
J 1 H}(2) — R est convexe.

2. Soit (u,) une suite minimisante pour J, c’est a dire telle que lim J(u,) = inf J. Mon-
n—-+00 H&(Q)

trer que (u,) est bornée dans H'(§2) & partir d’'un certain rang.

3. Montrer que J admet un minimiseur. C’est & dire qu’il existe u € H}(Q) tel que

J(u) = min J.
Hg(Q)

4. Soit ¢ € CX(Q2). En développant J(u + ty) pour t € R, montrer que

/Vu-Vgpdx+/(u—g)<pdx:0.
Q Q

5. En utilisant un résultat vu en cours, montrer que u € H?(12).



Probleme

Dans ce probleme on souhaite étudier ’équation non linéaire suivante, pour ¢ > 1 :
Au = |ul|?. (1)
En particulier nous allons démontrer le résultat frappant suivant :

Théoréme : Il existe g(N) > 1 tel que si 1 < q < q(N) alors toute solution u € L}, (RY)
vérifiant (1) au sens des distributions sur RN, est nulle.

Plus précisément, q(N) = +o0 si N =1 ou N =2 et q(N) = % si N > 3.

On admet (fait connu) l'existence d’une fonction plateau réguliere 6 : RY — R vérifiant les

propriétés suivantes :

6 € C(RY) et 0 < 0(x) <1 pour tout z € RY
O(x) =1 pour tout x € B(0,1)
O(r) =0 pour tout z € RV \ B(0,1).

2q

Soit R > 1 et ¢ > 1 des constantes fixées. On fixe également v défini par v := i

Enfin, pour

tout z € RY on pose

T\
vn(@) =0 (3)"-
1. Vérifier que vp € C2(RY) et calculer ;2-¢g(x) puis %wR(l’) pour tout 1 <i,j < N

en fonction de 0 et de ses dérivées partielles.

2. Calculer A ¥g(z) pour tout z € RY et en déduire que i vérifie la propriété suivante :

Q=

3C >0 ; Vo eRY |AYg(z)] < %wR(a:) (2)

ou C ne dépend que de v, ||VO||s et ||Af||o-

Indication : on pourra remarquer que y — 2 = %.

On suppose dans toute la suite que u € L (RY) vérifie I’équation Au = |u|?

dans D'(RY).



. Montrer que pour toute fonction ¢ € C*(RY) on a

/ uAgodx:/ |ullp dx.
RN RN

. En utilisant la fonction g construite précédemment, montrer que pour tout R > 0 on a

/ u|%p dz < CRN7%,
RN

. En déduire que si N > 3 et ¢ < % alors © = 0, et de méme, que si 1 < N < 2 et

q €]1,4o0[ alors u = 0.



