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Exercice 1. Soit Q C RY un ouvert borné, f € L*(). On souhaite montrer I'existence

d’une solution faible u € HJ () a 1’équation
—div[A(u)Vu] = f,

avec A(u) = 1+ arctan(u?).

1. Montrer que pour tout v € L*(€) il existe une solution faible v € H} () a 'équation
—div[A(v)Vu| = f. (1)

2. On définit T : L? — L? opérateur qui a tout v € L?(Q) associe 'unique solution
faible u € Hg () de (1). Montrer que I'image de T est relativement compacte dans
L3(9).

3. Montrer que si u,, — u dans L*(Q) alors il existe une sous suite telle que A(u,, ) —
A(u) dans L*(Q). En déduire que lopérateur T est continu sur L? et conclure a

I’aide du théoreme de Schauder.

4. Dans cette question on se place en dimension 1. On pose Q =]0,1[C Ret f = —1 €
L*(©2). On note P : R — R la primitive de z — 1 + arctan(z?) qui s’annule en 0,

autrement dit : N
P(z) = / 1 + arctan(t?)dt.
0

On ne cherchera pas a calculer P explicitement. Apres avoir justifié que la fonction P
admet un inverse de classe C' notée ¢ : R — R, exprimer la solution v € H}(]0, 1])

en fonction de ).

Exercice 2. Soit  C R™ un ouvert borné, p > 1 fixé et f € L*>°(Q). On considere le

probleme

min /\Vu|p d:c—p/uf dx (2)
0 0

ueWy P (Q)

1. En considérant une suite minimisante, montrer qu’il existe un minimiseur v €
1 .
Wy *(£2) pour le probleme (2).

2. Soit z,y € R™ et t € R. En utilisant que

d B
o tyl” = ple + tyl? 2z +ty,y),



et en comparant u a u + tp, montrer que le minimiseur u trouvé a la question 1, est

solution faible du probleme de Dirichlet

—div(|Vul[P~2Vu) = f.
u e WyP(Q)

. On rappelle I'inégalité de Young : si p et ¢ sont conjugués (i.e. %+% = 1) alors pour
tout a,b € R™ on a
al? bl
ab < — + —,
p q

qui implique aussi immédiatement la variante suivante :

1 aP b?
ab < —— + 79—,
er p q
En prenant ¢Pu comme fonction test dans la formulation faible avec ¢ > 0 et
supportée dans Bsg, ainsi que l'inégalité de Young, montrer que pour toute boule

Bor C Qon a

[ 1varde < € (R ull 5, + 1 i Nelzsci)
R

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que de p.



