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Prélude

Ce document résume les 3h de cours (avec des détails supplémentaires) délivrés a la MASTER-
CLASS M1 de janvier 2025 a 'IECL (Université de Lorraine, Nancy).

Pour toute remarque veuillez m’écrire a antoine.lemenant@Quniv-lorraine.fr



Chapitre 1
Introduction

Le “calcul des variations” en mathématiques tire son origine de toute une classe de problemes ot
Pon cherche & minimiser une fonctionnelle u — F(u). Notamment de part le “principe du moindre
effort” en physique, on observe souvent dans la nature qu’un systeme physique tend a minimiser
une énergie pour retrouver son état d’équilibre. Un exemple emblématique est donné par les films
de savons, qui cherchent & minimiser la tension superficielle ce qui a donné lieu au célebre probleme
de Plateau.

Ce dernier probléme est a I'origine de la “théorie de la mesure géométrique”, qui est un champ des
mathématiques qui donne un cadre rigoureux pour énoncer le probleme de Plateau, i.e. minimiser
I’aire d’un ensemble bordé par une courbe donnée. Nous allons voir dans ce cours une instance

simplifiée de ce probleme : le cas de la dimension 1.



Chapitre 2

Séance de cours 1 : Existence pour
le probleme de Plateau 1D

2.1 Mesures de Haurdorff

2.1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1. Pour toute partie K C R?, on définit

H(K) :=supHL(K)
e>0

avec
HY(K) = inf {Z diam(Ai)} :
1=1

ot Uinfimum est pris sur tous les recouvrements au plus dénombrables {A;}32, de fermés A; tels
que K C ;2| A; et diam(4;) <e.

Voici quelques propriétés élémentaires (admises) & propos de H'.

Proposition 1.

1. K+ HYK) est une mesure sur les Boréliens de R?.

2. La mesure H' restreinte a un intervalle n'est autre que la mesure de Lebesque sur cet inter-

valle.

3. La mesure H' généralise la “longueur”, dans le sens ot si 7y : [0,1] — R? est une courbe

injective de classe C' alors

H(4([0,1])) = / ()]t

[0,1]
4. Si f:R? = R? est une application Lipschitzienne alors pour tout E on a :

H'(f(E)) < Lip(f)H'(E).

Démonstration. Admise (voir par exemple le livre de Mattila [5]). O




2.1.2 Borne sur le nombre de point d’intersection avec un cercle

Lemme 1. (Inégalité de Eilenberg) Soit K C R%. Alors pour tout 0 < s <r etx € R? on a
/ #(K N OB(z0,t)) dt < H'(K N B(xo,r) \ B(o, s)), (2.1)

ou #A est le nombre de points si l’ensemble A est fini, et +00 sinon.

Démonstration. Posons E = K N B(xzo,r) \ B(zo, s). Par définition de H!, pour tout k € N* il
existe des ensembles fermés Ey 1, Ej 2,... tels que diam(Ey ;) < 1/k et

Z diam(Ey ;) < H'Y(E) + |

: k
JEN*

On définit ensuite
Fkﬁj = {tERJr : EﬂEkJ‘ﬁaB(xo,t) 75@}

Comme pour tout k, les Ej, ; recouvrent E, il est clair que
#(EN0B(wo, 1)) < lim #{j + Br; 0 f7H(1) #0 ).
Par ailleurs, si ¢,t’ € Fy ; alors il existe u,v € EN Ej ; tel que |u| =t et |v| =t'. Alors
[t —#] < llul — [oll < [u—v| < diam(Ey;),

d’ou
diam(FkJ—) S diam(Ekﬂj) S 1/l€,

et L1(Fy ;) < diam(Ey ;). D’apres Fatou on trouve :

+ k—+oo

lim inf 1dt
fompt 3

{7+ Bk jnf=H(1)#0 }

/T#(Eﬁ(?B(:vo,t))dt < / lminf#{j : Ep, 0 (6) £ 0 Yt
s R

IN

IA
T:
18
L=
=
- —_
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IN

liminf Y diam(Ey ;) = H'(E
lim inf > lam(Ey,;) = H (E),
J
ce qui termine la preuve. O

Remarque 1. La mesurabilité de t — #(KNOB(xg,t)) n'est pas évidente & démontrer en général.
Mais elle est vraie si K est suffisamment régulier (par exemple si K est un compact conneze tel

que HY(K) < +0oc). Nous avons préféré éluder ce probléme ici.

Remarque 2. On déduit en particulier de la formule d’Eilenberg que le cardinal #(K NOB(xo,t))
est fini pour presque tout t dés lors que H'(K) < +o00.

En réalité on peut montrer le résultat plus précis suivant :




Lemme 2. Soit K C R? un ensemble compact conneze tel que H'(K) < +oo. Alors pour tout
0O<s<retazgeR?ona

X

/T#(KﬂaB(xo,t))dt = /K dH?, (2.2)

7(x)

NB(zo,r)\B(x0,s) |z|

ou 7(x) est un vecteur tangent & K au point x, qui existe H'-presque partout.

Démonstration. En appliquant la formule de I'aire [2, Theorem 2.91] & I'ensemble H!-rectifiable
E := KN B(xo,r) \ B(z,s) avec la fonction Lipschitzienne f : 2 — |z| on trouve

/T#(KﬁaB(azo,t))dt_/RHO(Eﬁf_l(t)) dt:/EJdEdel,

ott, pour H!-presque tout x dans E, Jd¥ f(x) désigne le facteur d’aire associée a la differentielle
tangente df” (voir [2]). Comme E admet un vecteur tangent 7 en H!-presque tout point, on en
déduit que

Jaf f, = ’i 7| H-ppsur E,

||

ce qui donne la formule (2.2). O

2.1.3 Lemme de recouvrement de Vitali

Dans I’'étude des mesures de Hausdorff, le lemme technique suivant est souvent utile.

Lemme 3. Soit 1 une mesure de Radon sur R . Soit A C RN et F une famille de boules fermées
d’intérieur non vides. On suppose que pour tout x € A,

inf r=0.
B(z,r)eF

Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G C F telle que

1. les boules de G sont 2 a 2 disjointes
2. WA\ Upeg B) = 0.

Démonstration. Voir par exemple Proposition 1.95 dans [6]. O

2.1.4 Densité et mesures de Hausdorff #!

Lemme 4. Soit ji une mesure de Radon sur RY. Soit A C RY un Borelien tel que

Vo € A, lim sup wB(z,r)) > 1. (2.3)
r—0 2r
Alors
u(A) > H(A).

Démonstration. Soit 6 > 0 fixé et ¢ > 0 fixé. Soit

B
F:—{B(x,rﬂx €A 2r<d, et w21—5}.
r
Grace a (2.3) on sait que

Vee A, _ inf r=0.
B(z,r)eF




On peut donc appliquer le lemme de Vitali qui nous donne une sous-famille disjointe et au plus
dénombrable G C F qui recouvre encore A. Comme les diametres sont plus petits que 26 on en
déduit par définition de H} que
. w(B) 1
H;(A) <) diam(B) < Y ——2 <
A < 3 diam(B) < 30 HE <
Beg Beg

Enfin, comme £ > 0 et 6 > 0 sont arbitraires on conclut
H'(A) < p(A),
ce qui termine la preuve. O

Remarque 3. Un énoncé analogue reste vrai avec une estimation de densité inférieure, aboutis-
sant a une inégalité dans l'autre sens mais elle est légerement plus délicate a démontrer. Aussi,

I’énoncé reste vrai pour les mesures H* de dimension supérieure.

2.2 Propriété des compacts connexes

Définition 2 (Distance de Hausdorff). Etant donnés deux compacts K, K' C R? on définit la
distance de Hausdorff :

dy(K,K') := max{ sup dist(z,K) , sup dist(z, K’)} :
ceK’ ceK

Proposition 2 (Principe de Blashke). Si A C R? est compact et (K,)n en est une suites de
compacts de A, alors on peut trouver un compact K C A et une suite extraite telle que K, — K
pour la distance dgr. De plus, si K, est connexe pour tout n alors K est également conneze.

Démonstration. On considere la suite de fonctions f, : @ — dg, (z) = dist(z, K},) qui sont toutes
1-Lipschitz sur A, donc uniformément bornées et équicontinues. D’apres le théoréeme d’Ascoli
on peut extraire une sous-suite f,, qui converge uniformément vers une fonction f. En notant
K ={z € A] f(x) = 0}, compact de A, on peut montrer facilement que la convergence uniforme
des fp, entraine la convergence Hausdorff de K,,, vers K. Montrons que K est connexe. En effet,
sinon on pourrait écrire K = U; U Uy avec Uy et Uy deux ouverts disjoints non vides. Mais pour
n assez grand K, se trouve dans un e-voisinage de K, c’est a dire que K,, C (U1): U (Uaz)e et si
e < dist(Uy, Us) on contredit le fait que K, est connexe. O

Proposition 3. Si K C R? est compact connexe et H(K) < +oo, alors il existe une application
Lipschitzienne v : [0,1] — K telle que |y'(t)] < 2HY(K) et K = ~([0,1]).

Démonstration. La preuve est un peu longue et on peut la trouver par exemple dans [7, Proposition
6.21]. Une autre référence possible est [3, Proposition 1 chapitre 30 page 186] avec une preuve plus
simple, mais ot le résultat est moins fort car il donne uniquement |y'(t)| < CH*(K) (ce qui est
suffisant aussi pour la suite). En réalité on a |y/(t)] = 2H!(K) c’est a dire que la courbe passe
exactement 2 fois partout, mais la démonstration de ce point est délicate. On peut la trouver dans
Particle [1]. O

Le corollaire utile suivant découle immédiatement de la proposition précédente.




Corollaire 1. Si K C R? est compact connexe et H'(K) < 400, alors
1. K est connexe par arcs.
2. K admet une tangente H'-presque partout.

3. pour tout v € K et r < diam(K) on a H'(B(z,r)) > r.

2.3 Une démonstration du théoreme de Golab

Voici maintenant 1’énoncé du résultat principal de ce premier cours.

Théoréme 2.1. Si (K, )nen et K sont des compacts connexes de R? tels que K,, — K pour la

distance de Hausdorff, alors
HYK) < liminf H'(K,).

Démonstration du Théoreme 2.1. 1l existe plusieurs démonstrations possibles. Nous allons en voir
une assez efficace qui se fait en 2 étapes, tirée du livre de Filippo Santambrogio [7]. On peut sup-
poser sans perte de généralité que lim inf H!(K,) < +oco sinon il n’y a rien & démontrer. On peut
aussi supposer quitte a extraire une sous suite que la liminf est en réalité une vraie limite. Pour
rappel on sait déja que K est compact connexe car il est la limite Hausdorff de compacts connexes.

On considere la suite des mesures de Radon pu,, définies par p,, = ’H,l| K, - Ce point de vue est au
coeur de la théorie géométrique de la mesure, c’est a dire que ’on identifie les surfaces, ou ici des
ensembles K avec la mesure H!|f.

Puisque sup,, 1, (RY) < 00, il existe une sous suite (notée toujours par n) telle que p, converge
faiblement vers u, et u(RY) < L car

p(RY) < liminf pu, (RY) = L.

[Rappel : si py, converge faible-* vers p alors p(A) < liminf p,(A) pour A ouvert, et pu(A) >
lim sup pn, (A) pour A fermé]

Etape 1. Montrons que H!(K) < +o0. Pour cela on va utiliser le Lemme 4 et on cherche donc &
estimer la densité de u. Soit z € K et r < diam(K)/2. Par convergence Hausdorff de K, on peut
trouver x,, € K,, et v’ < r tel que z,, = x et B(x,,r’) C B(z,r). Puisque K,, est connexe et que
son diametre est nécessairement plus grand que 7’ pour n grand, on en déduit par le Corollaire 1,
3. que

in(B(,1)) = ptn(Bla,r')) = 7.

En prenant d’abord la limite en n puis la limite 7’ — r on aboutit &
W(B(z,r)) = 7.

Ceci montre que

B 1
o AB@1) 1
r—0 2r 2

et donc par le Lemme 4,
HY(K) <2u(K) < 2L. (2.4)

Ceci démontre le théoreme, mais avec un facteur 2 en trop.




Etape 2. Maintenant que I'on sait que H!'(K) < 400, on va pouvoir améliorer I'inégalité obtenue
en (2.5) en montrant la méme chose avec facteur 1. Pour cela on utilise le corollaire 1 qui nous dit
que K posseéde une tangente H!-presque partout.

Plus précisément, soit v : [0,1] - K et € K de la forme 2 = ~(tp) un point de dérivabilité de
7, et tel que 7/ # 0. L’ensemble des points de K oll ceci n’est pas vérifié est de mesure H!-nulle.
On peut supposer que z = 0 et que 7'(¢p) = e1. On se fixe un N > 0 assez grand et on définit
z = v(to + £). Comme ~ est dérivable on sait que z, € B(&re1,re(r)) pour tout k.

k

Par ailleurs pour n assez grand on sait que K, intersecte toutes les boules B(fre1,re(r)) et on

peut en déduire en utilisant la connexité de K, (voir le lemme 5 ci-dessous) que :

w(B(z,r)) >2r(1 - % —re(r)).

Ceci montre que

p(Blar) o, 1

lim sup

r—0 2r o N7
puis en faisant N — 400 et en utilisant le Lemme 4 on en déduit que

HY(K) < w(K) < L, (2.5)
ce qui démontre le théoreme. O

Dans la démonstration précédente nous avons utilisé le lemme technique suivant que nous admet-
trons dans ces notes (pour une démonstration, voir [7]).

Lemme 5 ([7] Lemma 6.22). Si K et un compact conneze tel que pour tout k, KﬁB(%rel, re) # 0

alors ]
H' (B(z,r)) >2r(1- N re).

En s’inspirant du théoreme précédent nous pouvons démontrer une variante ou la longueur est

pondérée par un poid.

Théoréme 2.2. Soit w : R? — R une fonction Lipschitzienne telle que mingcpny w(z) > 0. Si
(Kn)nen et K sont des compacts connezes tels que K, — K pour la distance de Hausdorff alors

/K w(z) dH'(z) < liminf /K nw(x) dH*(z).

n—-+o0o

Comme conséquence nous pouvons démontrer ’existence du probleme de Steiner a poid.

Corollaire 2 (Existence pour le probléme de Plateau 1D). Soit w : R? — R une fonction Lip-
schitzienne telle que mingcrz w(z) > 0 et soit x1,...,2x € R? des points quelconques. Alors il
existe un minimum pour le probléme

min {/ w(z) dH'(z) : K compact conneve contenant {xy,..., :EN}} .
K

Remarque 4. Dans le cas ot w = 1 il s’agit du probleme de Steiner. Et dans le cas ou N = 2 on
montre ainsi l'existence de géodésique (plus court chemin reliant deux points).

Remarque 5. L’hypothése w Lipschitz est un peu restrictive mais rend la démonstration plus
facile. En réalité le théoréme reste vrai avec w seulement continue. Pour une demonstration on
peut lire Uarticle [/] mais le contexte est un espace de Banach général (y compris de dimension

infinie) a la place de R? comme ici dans ces notes, ce qui rend les choses beaucoup plus difficiles.




Chapitre 3

Séance de cours 2 : Régularité
pour les ensembles presque
minimaux 1D

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme de régularité suivant.

Théoréme 3.1. Soit K un minimiseur pour le probleme de Steiner a poid Lipschitz considéré
dans le Corollaire 2. Alors K est l'union finie de courbes C se joignant au plus par 3 en formant
des angles de 120 degrés.

3.1 Un critére de régularité C' pour les ensembles
Pour tout ensemble fermé K C R? on définit la “flatness” (planéité)
Bk (x,r) = igf dg(K N B(x,7), LN B(x,7))

oll le minimum est pris sur toutes les droites L C R? qui contiennent z. On utilisera parfois la
notation B(x,r) au lieu de Bx (z,r).

Lemme 6. Soit K C R? un ensemble fermé contenant l’origine et satisfaisant, pour certaines

constantes C,rg, a0 > 0,
Br(x,r) < Cre Ve e KN B(0,1) et r <ro.

Alors, il existe un a € (0,1) dépendant uniquement de C, 1o et « tel que K N B(0, a) soit a la fois
un graphe 10~2-Lipschitz et une courbe régqulicre CH.

Démonstration. Pour tout x € KNB(0,1) et 0 < r < rg, désignons comme d’habitude par L(z, )
une droite affine qui approxime K N B(x,r), c’est-a-dire telle que

max sup  dist(z, L(z, 7)), sup dist(z,K)} < Blx,r)r < Crite, (3.1)
2€KNB(z,r) z€L(z,r)NB(z,r)

De plus, désignons par 7(z,r) € S!/{=£1} un vecteur unitaire non orienté qui est tangent a L(z, ),
défini modulo 41. Pour 71,72 € S'/{#£1}, utilisons par exemple la distance complete

ds(11,72) := min(|7 — 72|, |71 + 72])-

10




Nous démontrerons le lemme en 4 étapes.

E‘tape 1. Eristence de tangentes. Pour tout k € N, notons r, := 2~ ¥ry. Nous affirmons que 7(z, r1,)
converge vers un vecteur 7(z) en x lorsque k tend vers +oo. A cette fin, nous prouvons d’abord
que pour tout k£ > 0 et pour tout z € K N B(0,1), nous avons

dg (T(x, Trt1), T(, rk)) <9Cry.

En effet, soit z := & + 7(z, 7ky1)re+1 € L(x, rp41). Grace a (3.1), nous savons qu’il existe y €
K N B(z,m611) tel que |z —y| < Cr,ii‘f et en particulier,

Thil — Crk <ly— x| < rgga- (3.2)
Ensuite, en notant v := ‘z:i‘, NOUS avons
x zZ-z
d <l|v—
S(U,T(I,Tkﬂ)) <|v—7(z,7%41)] ||y_x| TEr1 }
e e B SR
ly—z[  Thpr ' T
[P =y —all
- Th41 Cria
< 200, (33)

ol nous avons également utilisé (3.2) pour obtenir la derniére inégalité.
Mais alors, de maniere similaire, comme y € B(z,1y), il existe 2’ € L(z, ) tel que [y—2'| < Or,te.

En utilisant encore (3.2), nous pouvons estimer
2 —a| <y —a| + ]2 =yl < rpga + O

et
|2/ — x| >y —z| — |2 —y| > g1 — Crk — Oyt > rpqq — 207,

ainsi, un calcul similaire & celui de (3.3) conduit &

2 —x y—x Z -z
dg (v, 7(z, 7 <|v-— = —
s(rernd) b -o—0l = o~ 5|
e e e
ly — z| Tk+1 Tk+1 Tk+1 |2/ — x| Tk+1
,r,l-i-oz 14+«
< Orp +CE— 20— <700 (3.4)
Tk+1 Tk+1

En regroupant les deux inégalités ci-dessus, nous obtenons
dS(T(.I, Tk)a T(.TE, TkJrl)) < dS(T(Ia Tk)v ’U) + ds(’U, T(Ia Tk+1)) < 907”% = 90T327ka7
comme annoncé. Il s’ensuit que pour tous k,l > ko,

9CTry
ds(t(z,ri), 7(x, 1)) Z 9Cry2 1 = 9 koo (71 — ;Oa> :

Zk?()

Comme cette derniere quantité peut étre rendue aussi petite que désirée, a condition que kg soit
suffisamment grand, nous déduisons que 7(z,7%) est une suite de Cauchy dans S'/{+1}. Elle

11



converge donc vers un certain vecteur, que nous notons 7(z), pour tout x € K N B(0,1). En
particulier, en laissant [ — +00, nous obtenons I’estimation suivante, pour tout £ > 0 :

ds (7(z,73), 7(x)) < C'rg,

' 9C

De plus, il est facile de voir, & partir de I'estimation de la distance (3.1), que z + R7(z) est une

ou

droite tangente a ’ensemble K au point z. E’tape 2. Estimation Héldérienne des tangentes. Nous

allons maintenant démontrer que 'application x — 7(x) est Holdérienne. Soient z et y deux points
distincts de K N B(0,1) et posons p := |y — x|. Supposons d’abord que p < 19/4 et soit k € N tel
que

Th2 <P S Thgd

Nous avons alors

IN

ds (T(IE),T(I, Tk)) +dg (7'(:1:, k), T(y, Tk)) +dg (T(y,rk), T(y))
20" + dg (T(z,75), T(y, 1)) (3.5)

dS (T(.I), T(y))

IN

Pour estimer dg(7(x,7), 7(y,7%)), remarquons que y € B(x,r;), donc il existe z € P(z,r;) tel

que |y — z| < Cr, ™. Notons v := ﬁfw Par un calcul treés similaire & celui de (3.3) ou (3.4)

ci-dessus, nous obtenons o
ds(v,7(z,71)) < 2C7ry.
En inversant les réles de x et y, nous avons également
ds(v,7(y,rr)) < 2Cr%,
ce qui permet de déduire, en revenant & (3.5), que

ds(T(z),7(y)) < 20'ry +2Cry < 2(C' + C)2°%ry 5 < 2(C' + C)2°Y|z — y|*. (3.6)
Dans le cas ol p > 1¢/4, nous pouvons simplement estimer
4« o
s (7(@), 7)) <2 < 2|0 I,
0
ce qui conduit finalement, pour des z,y € K N B(0,1) quelconques, &

ds(7(z),7(y)) < C"|lx —y|7 (3.7)

avec C" := max (24%r5 ¥, 2(C" + C)2%*).

En d’autres termes, nous avons démontré que K admet une tangente en tout point de B(0,1) et
que les droites tangentes se comportent bien. Nous allons maintenant montrer que K N B(0,a)
est une courbe pour a suffisamment petit. En fait, une facon commode de prouver ce fait est de
montrer la propriété plus forte suivante : pour un certain a € (0, 1) suffisamment petit, K N B(0, a)
est un graphe lipschitzien.

E’tape 3. KN B(0,a) est un graphe lipschitzien. Soit a un parametre petit que nous fixerons plus
tard. Nous montrons d’abord que pour a suffisamment petit, K N B(0,a) est un graphe au-dessus

12



de la droite R7(0), que nous supposons pour simplifier orientée par e;. Remarquons que pour tout
x € KN B(0,a),

ds(t(x),e1) < C"(2a), (3.8)

ce qui signifie que pour a petit, toutes les tangentes sont presque horizontales dans K N B(0, a).
Supposons maintenant par absurde qu’il existe deux points x,y € K N B(0,a) tels que x1 = y;.
Posons p := 10|z — y| = 10]z2 — y2| < 20a < ro/10, et soit k tel que

k41 < p < Tk

D’apres (3.8), nous savons que dg(7(z),7(y)) < 2C"(2a)®. Notons Ty := x + Rr(x). Puisque
y € B(z,r), d’apreés (3.1), nous en déduisons que

dist(y, ;) < dist(y, L(z,71)) < Crit™ < Ca®ry.
Nous en déduisons que, pour une constante universelle ¢y > 0,
|ro — yo| = dist(y, x + Rey) < dist(y, Ty) + corrds(7z, e1) < a®(C + coC"2%)r, < a®C"' |22 — ya,

ce qui est une contradiction pour a suffisamment petit (dépendant de C"”), ce qui prouve que
KNB(0,a) doit étre un graphe au-dessus du segment [—a, a] x {0}. Pour prouver maintenant que le
graphe est 10~ 3-Lipschitz pour a légerement plus petit, nous pouvons reproduire le méme argument
mais pour z,y € K N B(0,a) satisfaisant maintenant, par Pabsurde, |22 — y2| < 1073|z1 — y1|. Les
détails sont laissés au lecteur.

Etape 4. Conclusion. Nous avons démontré que K N B(0,a) est le graphe 10~3-Lipschitz d’une
fonction f sur [—a,a]. De plus, la droite tangente au graphe de f en (¢, f(¢)), qui existe pour
presque tout ¢ € [—a,a], coincide avec la droite tangente x + R7(z) & K au point z = (¢, f(t)).
Comme 'application x — 7(x) est a-Holderienne, il en découle que 'application t — f'(¢) coincide
presque partout sur [—a, a] avec une fonction a-Holderienne. Un simple argument de régularisation

implique alors que f € C1® sur [—a, a], et K N B(0,a) est donc une courbe CH. O

3.1.1 Régularité des ensembles presque minimaux connexes dans R2.

Pour 2 C R2, borné, nous désignons par () 'ensemble des ensembles compacts connexes K C .
Nous notons H! la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle. Une fonction de jauge h est une fonction
croissante h : RT — RT.

Définition 3. On dit que K € K(Q2) est presque minimal dans Q@ avec une fonction de jauge h
st, pour toute boule B C Q de rayon v > 0 et tout compétiteur K' € K(Q) pour K dans B (ce qui
signifie que K = K' dans Q\ B), on a :

HY (K N B) < H'(K' N B) 4 rh(r).

Exemple 1. Par exemple, la solution du probléme de minimisation de Steiner pondéré du Corol-

laire 2 avec w Lipschitz, est un ensemble presque minimal.

Remarque 6. D’apres la définition de la presque-minimalité, on voit facilement, en prenant une
suite de boules ouvertes B(x,r +¢) avec € — 0, que si le compétiteur K' € K(2) satisfait K = K’
dans Q\ B, alors :

HY (K N'B) < H'(K'n'B) + rh(r).
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Remarque 7 (Alhfors-régularité). Si K € K(£2) est presque minimal dans  avec une fonction
de jauge h, alors pour tout r < ro := diam(K) tel que B(z,r) C , en considérant le compétiteur
K':= (K \ B(z,r)) UdB(z,r), on obtient la borne supérieure suivante :

HY K N B(x,r)) <271 + h(r)r < (27 + h(ro))r.

D’autre part, puisque K est conneze et que r < ro := diam(K), on a également la borne inférieure
HY(K N B(x,r)) > 7.

L’objectif principal de cette section est de démontrer le résultat de régularité suivant, dit de
e-régularité.

Théoréme 3.2 (Planéité implique régularité). Soit K € K(§2) un ensemble presque minimal dans
Q avec une fonction de jauge h satisfaisant h(r) < Cr® pour tout r > 0. Alors,

B(z,7) + h(r) <1072 = K N B(z,7/10) est une courbe réguliére C**/2. (3.9)

En réalité, le résultat ci-dessus n’est pas le meilleur que 'on puisse obtenir pour des ensembles
presque minimaux. Voici I’énoncé optimal, qui implique aussi le Théoreme 3.1 :

Théoréme 3.3. Soit K € K(Q) un ensemble presque minimal dans 0 avec une fonction de jauge
h satisfaisant h(r) < Cr®. Alors K est une union finie de courbes C*/? qui ne se rencontrent
qu’a trois avec des angles de 120 degrés.

Dans la suite, nous donnons une démonstration complete du Théoreme 3.2. Nous esquisserons
ensuite une preuve du théoreme 3.3.

3.1.2 L’estimation de la hauteur

Lemme 7. Soit v : [0,1] — R? une courbe avec pour extrémités = = v(0) et 2’ = (1), et dont
limage est notée T' := ([0, 1]). Alors

HID)(HI(T) — |2' — 2])
2

dist(y, [z, 2'])? < pour tout y € T. (3.10)

Démonstration. Soit § un maximiseur de la fonction y € T’ — dist(y, [z, 2]), ’est-a-dire, § est
le point le plus éloigné de I" au segment [z, 2’], et définissons d =: dist(g, [z, z']). Considérons le
point 3’ € R? tel que (z,2',y’) forme un triangle isoctle de hauteur d. Notons a := |z — 2/[/2 et
L := 1|y — z|. D’apres le théoréme de Pythagore, on a

d*> =17 —a*> = (L —a)(L +a).
Ainsi, HY(T') > [z — g| + |§ — 2/| > 2L et H(T') > |2 — /|, ce qui implique

HIID)(HII) — |2 — ')

d* < ,
- 2

(HID) = |2 = 2']) (HI(D) + |2 = 2')) <

1
4
ce qui démontre (3.10). O

Corollaire 3 (Controle de la planéité par 'exces). Soit K € K(Q2) un ensemble Ahlfors-réqulier.
Soit v € K et r > 0 tels que K N B(x,r) soit connexe et §(K N IB(z,7)) = 2. En notant {z,2'}
ces deux points, s’ils sont < de part et d’autre >, alors :

rcla,)? < < (WA (K 0 Bla,m) ~ |2 - 7).

14




z=7(0)

FIGURE 3.1 — L’estimation de la hauteur via I'inégalité de Pythagore.

3.1.3 Démonstration du Théoréme 3.2

Nous commengons par une borne de densité simple.

Proposition 4. Soit K € K(Q) un ensemble presque minimal avec une fonction de jauge h et tel
que B(z,r) < 5. Alors :

HY(K N B(z,r)) < 2r +10rB(z,r) + rh(r).

Démonstration. Nous notons par L(z,r) la meilleure droite qui réalise 'infimum dans la définition
de B(z,r), et définissons :

W :={x € 0B(x,r) : dist(xz,L(z,r)) < rB(z,r)}.

On remarque que :

HY (W) < drarcsin(B(z,r)) < 10r3(z,7),

car B(z,r) < 1/10 et arcsin’(t) < 2 pour ¢ € [0,1/10]. Nous utilisons alors le compétiteur défini
par :
K':= (K \ B(z,r)) U (L(z,7) N B(z,r)) UW.

11 est facile de vérifier que K’ € KC(Q) et, par presque minimalité, on a :
HY(K N B(z,r)) <HYK' N B(x,r)) +rh(r) = 2r + 10r8(x,r) + rh(r),
ce qui conclut la démonstration de la proposition. O

Un lemme topologique (laissé au lecteur).

Lemme 8. Soit K € K(Q). Si §(K N 0B(z,r)) = 2 et K N B(xz,r) nest pas connexe, alors
K\ B(x,r) est conneze.

Corollaire 4. Soit K € K(Q) un ensemble presque minimal avec une fonction de jauge h. Sup-
posons que h(rg) < 1/2. Alors, pour tout r < min(rg, diam(K)) et x € K tel que B(x,r) C Q, on
a:

1. (K N oB(x,r)) > 2,

2. sif(K NoB(x,r

)) =2, alors K N B(x,r) est connexe,
3. si (K NoB(x,r)) =2 et f(z,r) < 1/2, alors K NOB(x,r) est de part et d’autre.

15




Démonstration. Si (K N 0B(x,r)) = 0 ou §(K NIB(x,r)) = 1, alors K \ B(x,r) est connexe,
donc K \ B(z,r) est un compétiteur. Mais comme z € K et r < diam(K), il en résulte que
HY(K N B(z,r)) > r. D’un autre coté, comme K est presque minimal, on a :

r < ’Hl(K N B(z,r)) < rh(r) < %r,

ce qui constitue une contradiction. Cela prouve (1).

Pour prouver (2), supposons par contradiction que K N B(z,r) n’est pas connexe. Alors, le Lemme
8 implique que K \ B(z,r) est un compétiteur. Ainsi, on retombe dans une contradiction en
argumentant de maniere similaire a la preuve de (1).

Pour prouver (3), raisonnons par contradiction. Si K N dB(z,r) n’est pas < de part et d’autre >,
alors le compétiteur donné par un petit mur d’un coté entraine une contradiction. O

Nous pouvons maintenant donner ’estimation principale de la planéité, a partir de laquelle la
preuve du Théoreme 3.2 suit facilement en utilisant également le Lemme 6.

Proposition 5. Soit K € K(Q2) un ensemble presque minimal avec une fonction de jauge h. Si
Bz, ) + h(r) <1073,

alors

Bz, 5) < CVA().

Démonstration. Nous commengons par appliquer la Proposition 4, qui indique que
HY K N B(x,r)) < 2r +10rB(z,r) + rh(r) < 2r + 10" 2r.
Cette estimation, combinée a la formule de la coaire (2.2), nous permet de trouver un rayon
s € [g,7] tel que K NOB(x,s) = 2. En effet,
/ #(K NOB(z0,t)) dt <H'(K N B(zg,7)) < 2r +10"%r.
0

Définissons maintenant As C (0,7) par
A 1= {t € (0,7); (K N OB(ro, 1)) £ 2},
D’apres le Corollaire 4, nous savons que #(K N 9B(xg,t)) > 3 pour tout t € As, donc
/OT #(K NOB(xo,t)) dt > 3|Az| + 2(r — |Az]) = |A2| + 2r,
et par conséquent
|As| < 10727,

Cela signifie qu’il existe un s € [r/2,r] tel que s ¢ A,. En particulier, #(K N 0B(zg,s)) = 2 et,
par le Corollaire 4, nous savons que K N B(xg, s) est connexe et que {z,2'} := K NOB(xg, s) sont
< de part et d’autre ». Nous pouvons alors appliquer le Corollaire 3, qui donne :

C
Br(z,8)* < < (HY(K N B(z,s)) — |z —2]).
Cependant, le compétiteur (K \ B(zg, s)) U|[z, '] est connexe, donc par minimalité, nous obtenons
HY (K N B(x,s) < |z— 2| + sh(s).

Finalement,
B (x,7/2)* < 4B(x,s)> < Ch(r).
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3.2 Limites par dilatation et minimiseurs globaux

3.2.1 Monotonie de la densité

1
, . " KNB(wo,
Nous voulons démontrer une monotonie pour le rapport de densité r M lorsque K
est un presque minimiseur. Pour cela, nous devons estimer la dérivée de la fonction

0(r) == HY(K N B(xo,7)).

La fonction ¢ est croissante, donc en particulier une fonction de variation bornée (BV'). De plus,
elle est absolument continue. Essayons de donner des bornes sur sa dérivée. Premierement, grace
a I'inégalité d’Eilenberg :

/ #{0B(xo,t) N E} dt <H'(EN B(xo,7)),
0
nous obtenons une premiere borne :

#{OB(zo,t) N K} < ' (1),

pour presque tout . Soyons plus précis.
En appliquant la formule de la coaire avec la fonction ¢ : & — |z — x| et Pensemble rectifiable
E N B(z, ), nous obtenons 1'égalité :

x)e(z) dH (z) = x)dH° | dt,
/E’ﬂB(zo,r) f( ) ( ) ( ) /R(/«pl(t)ﬂEﬂB(xg,r) f( ) ) '

ol ¢(x) est le facteur de coaire, qui ici est donné par

r — X

c(x) =

T(:v)’ ,

|z — o]

avec 7(z) un vecteur tangent unitaire & K au point , qui existe H* presque partout. En d’autres
termes, c(x) est le cosinus de 'angle entre le vecteur tangent & K en x et la direction normale
x — xo. En notant cet angle 6(z), nous avons démontré 'inégalité suivante :

/ |cos(9(x))|d7—[1(x):/ #{0B(xo,t) N E} dt.
EﬂB(mo,T‘g)\B(wo,’l‘l) 1

Définissons maintenant la mesure
v = cos(0(z))H | g

et posons f(r) := v(E N B(xg,r)). A partir de ce qui précéde, nous trouvons que :
#H{OB(zo, )N K} < f'(r) < l(r). (3.11)

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant de monotonie.

Proposition 6. Supposons que K est un ensemble presque minimal dans Q C R? avec fonction
de jauge h : RY — RT. Alors pour tout g € K et r € (0, min(diam(K), dist(xg,0R))), la fonction

d(r) := Hl(KQTB(xO’T)) + /OT @dt

est croissante. De plus si h = 0 et d(r) est constante, alors K est un cone.
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Démonstration. Nous savons que #{0B(zg,t) N K} < +00 pour presque tous les r au sens de H?!.
Nous choisissons donc un tel rayon r et comparons K dans B(xg,r) avec le compétiteur constitué
de I'union des segments joignant zy a chaque point de K sur le cercle, a savoir,

K':= (K \ B(xo,7)) U U [zo, 7]
z€0B(xo,T)

Comparer K avec K’ donne
HY (K N B(xo,7)) < HK' N B(xo,7)) +rh(r) < ri{0B(zo,7) N K} + rh(r).

En utilisant maintenant (3.11), nous obtenons :

0(r) < ri{dB(xo,r) N K} +rh(r) < rf'(r) +rh(r) <rl'(r) +rh(r), (3.12)
d’ott nous concluons la monotonie de d(r).
Maintenant, en supposant que h = 0 et que Ur) et constant, nous déduisons que les inégalités ci-

dessus dans (3.12) doivent toutes étre des égalités (avec h = 0). En particulier, cos(f(x)) = 1 pour

tout x, ce qui montre que K doit étre un cone. Cela termine la démonstration de la proposition. [

3.2.2 Classification des limites par dilatation des ensembles presque mi-
nimaux 1D

Nous sommes maintenant préts a classer les limites possibles des dilatations d’un ensemble presque
minimal plan de dimension 1. D’abord, nous observons que, en raison du comportement monotone
de la densité, nous savons que la limite suivante existe pour tout zg € K :

HY(K N B(xg,7))

T -
Soit r, — 0 et posons
1
K, = —(K — x0).
Tn

L’ensemble K, est presque minimal dans --(Q — z9) — R?, avec la fonction de jauge h(ry-) (qui

converge vers zéro). Il peut étre prouvé que K, converge (dans un sens Hausdorff local) vers un
certain ensemble Ky C R? qui satisfait les faits suivants :

— Ky est un ensemble presque minimal dans R? (c’est-a-dire avec h = 0),

HY (KoNB(0,r))

— r— est constant, égal a £,

— K est un cone, car la preuve de la monotonie montre que d’ = 0, donc @ = 1 pour tout

€z,

— Nous en déduisons que K est entierement caractérisé par son intersection avec 9B(0,1), et
doit étre soit une droite, soit trois demi-droites formant un angle de 120 degrés. En effet,
Iintersection ne peut avoir que deux points, & moins qu’ils ne soient exactement sur un
diametre (sinon, nous pouvons facilement construire un meilleur compétiteur), et elle ne
peut pas avoir plus de trois points, car il existe toujours au moins deux points formant un
angle inférieur a 120 degrés, ce qui signifie qu’un meilleur compétiteur est possible.
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3.3 Démonstration du théoréme 3.1

On peut maintenant donner une esquisse de preuve pour le théoreme 3.1. Pour cela on utilise
pour la monotonie de la densité en chaque point pour classer ’ensemble des points xzg de K. Si
la densité limite (c’est & dire la limite lorsque r — 0 de =H'(K N B(z,r))) est égale & 1 (ce qui
vrai en presque tout point par réctifiabilité de K), alors K est localement C! autour de x( grace
au théoreme 3.2 et le lemme 7. Sinon, la densité ne peut valoir que 3/2, ce qui arrive si zy est un
point triple. Il n’y a pas d’autre densité limite possible puisque ce sont les seules densités possibles
des cones minimaux (en réalité il faudrait aussi considérer ce qu’il se passe au bord, sur les “points
d’attache” xj mais par soucis de simplicité on considére uniquement la régularité intérieure ici).
Il suffit donc de montrer qu’il ne peut y avoir qu'un nombre fini de points xy ou la densité vaut
3/2. Pour cela on peut faire un argument par 'absurde : en supposant qu'il y a une suite zj de
points & densité 3/2 qui s’accumulent en un point o donné, alors on peut considérer une limite
par dilatation d’un facteur bien choisi qui dépend en particulier de |2y — xk11| qui convergerait
vers un cone minimal qui aurait une densité strictement intermédiaire entre 3/2 et 1, ce qui n’est

pas possible. Ainsi s’achéve la description de preuve pour le théoreme 3.1.
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